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1. Linearis algebra ismétlés
Az alapvet6 dolgokat nem részletezziik, ismertnek tételezziik fel, mint példdul:

e matrix fogalma

e szorzas, Osszeadas, kivonds

lineéris fiiggetlenség
e vektorterek, bazis

determinans

e inverz

1.1. Norma

Egy adott V vektortéren értelmezhetiink egy in. normét (p), amely a vektortér
elemeihez egy valds szdmot rendelnek. A norménak meg kell felelnie az alapvetd
norma feltételeknek is:

L. p(av) = |alp(v)
2. plu+v) <p(u) +p(v)

3. p(v) =0, akkor v a nullvektor

A legismertebb norma az Euklideszi-norma, amely a koordinatdk négyzetes
Osszegének a gyoke:

Il = /a2 + B+ ...+ a2 (1)



A norma fogalma kiterjeszthet6 matrixokra is, amely esetben matrix normakrol
beszéliink. A legismertebb matrix norma a Frobenius norma, amely az Eukli-
deszi norma ekvivalens megfelel6je:

Al = [ST3 14, @

1.2. Ortogonalis matrixok

Amennyiben egy A maétrixra igaz, hogy AAT = ATA = I, akkor a métrixot
ortogonalis matrixnak nevezziik. Nyilvanvald, hogy csak négyzetes matrix lehet
ortogondlis. Az ortogondlis matrix dltaldnositdsa az unitér matrix, amennyiben

AAH = AHA =1
Fontos kiemelni, hogy az ortogonalis és unitér matrixok normatartdk, tehat

[[x[| = [[Ax]] (3)

Ortogonalis matrix példaul a forgatasi matrix. A két dimenzids forgatdsi matrix
felirhat6 )
R — [gos a —sin a] (4)
sina cosa
forméaban. Ebbol konnyen beldthatd, hogy
2 .2
T cos” o + sin” « 0
RR { 0 sin? o + cos? 04] 2x2 (5)

A forgatdsi métrixra nyilvanvalé, hogy normatarté, hiszen egybevagdsagi
transzformécio.

1.3. Magtér és képtér

Legyen egy linedris leképezés ¢ : V. — W vektorterek kozott, ahol V' a targytér.
Ekkor a leképezés képtere

Imp={weW|IveV: p(v)=w} (6)

A képtér tehat azon vektorok Osszessége a W térben, amelyekre a ¢ operator
leképzést hajt végre. Hasonléan fontos az operdtor magtere (nulltere), amely
azon vektorok Osszessége a V' térben, amelyeket az operdtor a nullvektorra képez
le:

Kerp = {veV]p(v)=0} (7)

A dimenziététel szerint a magtér és a képtér dimenzidjanak Osszege a targytér
dimenziéjaval egyezik meg.

dim Ker ¢ + dim Im ¢ = dim V} (8)



1.4. Sajatérték és sajatvektor

Legyen A egy linedris leképzés matrixsza! Ha egy adott v vektorra és \ skaldrra
igaz, hogy
Av =)v (9)

akkor a A\ szdmot a leképzés sajatértékének, a v vektort a A sajatértékhez tar-
tozd sajatvektornak nevezziik. A sajatértékek meghatarozasa a karakterisztikus
polinom alapjan torténik:

det(A —AI) =0 (10)

A sajitértékek ismeretében a sajatvektorokat a homogén egyenletrendszer
alapjan szamitjuk:

(A= A)v=0 (11)
Mivel egy sajatvektor skalarszorosa is érvényes sajatvektor, ezért a gyakorlatban

altaldban a ||v|| = 1 hosszisdgra normalt sajdtvektorokat szoktuk alkalmazni.

A sajatérték szemléletes jelentése a kovetkezd: amennyiben egy A transz-
formacionak v sajatvektora, akkor a transzformécié a v vektornak csak a hosszat
valtoztatja (nydjt), az irdnyat nem. A nyijtds mértékét a A sajatérték adja meg.

Példa Legyen egy harom dimenziés forgatdsi matrix
05 05 ¥2
R=|05 05 —%
_V2 V2
2 2 0

Hatdrozzuk meg a forgatds tengelyét és szogét!

Megoldas Egy forgatasi matrix tengelye a forgatas soran nem valtozik,
tehdt az a forgatas sajatvektora, valamint a hozzd tartozd sajatérték A\ = 1.
Tehat keressiik az a v vektort, amelyre:

—0.5 05 Y2
R-Tv=|05 05 —2|v=0
V2 V2 -1
2 2

A kozéps6 sor megfelel6 skalarszorosat kivonva az els6 és utolsé sorbdl, kapjuk,
hogy
0 O 0 Vg 0

I -1 —V2| || =10
0 0 —2 U, 0
Nyilvanvalo, hogy a tengely a v = [1,1,0]T vektorral parhuzamos, origén

athaladé egyenes. A szog megallapitasdhoz vélasszunk egy erre meréleges vek-
tort, példdul az a = [0,0, 1] vektort! Koénnyfi észrevenni, hogy Ra L a, igy a
forgatas szoge 90 fok.



A spektrdlfelbontds szerint, ha egy A négyzetes matrix diagonizalhatd, tehét
létezik egy hozzd hasonlé diagondlmatrix, azaz létezik olyan P invertdlhaté
transzformécié, hogy

A1
A2
A=P _ P! (12)

An

Ekkor a P oszlopai az A sajatvektorai, a A; pedig az A matrix sajatértékei.
Azt mondhatjuk tehat, hogy a diagonizalhaté matrix a sajatvektorai bazisdban
egyszeru skaldzasi transzformaciovéa valtozik. Diagonizdlhaté matrixok pl. a
szimmetrikus matrixok.

1.5. Singular Value Decomposition

Egy tetszoleges A matrix, melynek mérete M x N felbonthaté harom specidlis
matrix szorzatara:

A =UzVH (13)

Az U matrix M x M méretil, unitér matrix, a V méatrix N x N méretii unitér
métrix, mig a ¥ métrix egy M x N méretli diagondlmdtrix (csak a fé4tlébeli
elemei kiilonboznek nulldtél). A U maétrix oszlopait baloldali szinguldris vekto-
roknak, mig a V matrix oszlopait jobboldali szingularis vektoroknak nevezziik.
A X matrix f6atlébeli elemeit szinguldris értékeknek hivjuk, amelyek mindig
nemnegativ valés szamok.

Az SVD felbontds meghatirozdsiat nem targyaljuk, azt mindig adottnak te-
kintjiik. A felbontas kiemelkedd fontossaga, hogy tetszéleges linearis probléma
megoldasdban hatékonyan hasznosithatd, ide értjiik példaul a linedris egyenlet-
rendszerek megolddsat is.

2. Egyenletrendszerek megoldasa

A kordbban megismert fogalmak segitségével attekintjiilk a linedris és nem
linedris egyenletrendszerek megoldasat. Kiemelt esetként kezeljiik a homogén
egyenletrendszerek megoldasat.



2.1. Homogén linearis egyenletrendszerek megoldasa

Tekintsiik els6 1épésként a linedris homogén egyenletrendszerek megoldasat. A
homogenités jelentése, hogy az egyenletrendszer felirhaté

Ax=0 (14)

alakban, ahol A ismert, M x N méretli matrix, és keressiik az x N x 1 méreti
paraméter vektort. Nyilvanvald, hogy ha x megoldasa az egyenletrendszernek,
akkor kx is megolddsa az egyenletrendszernek (k € C). Az is nyilvanvald,

hogy ha x1,Xs,...,x, vektorok megoldasai az egyenletrendszernek, akkor azok
linearis kombinaciéi is megoldésok, hiszen példaul
A(k1x1 + k}ng) = k‘]_AXl + k’gAXg =0 (15)

Fontos megjegyezni még, hogy a trividlis x = 0 megoldas érdektelen szamunkra.

A probléméat atfogalmazhatjuk ugy is, hogy keressiik azokat a vektorokat, ame-
lyek A linedris transzformécié magterét alkotjdk. Legyen A SVD felbontasa
A = UXVH! Ekkor felirhatjuk, hogy

Ax=UXVix=3Vix=0 (16)
Legyen y = VHx, amibdl nyilvdan x = Vy. Ekkor irhatjuk, ha N > M, hogy
F ]
Y2
01 .
g2 .
»Vix = Sy = . Ym =0 (17)
’ Ym+1
Um .
L Yn |

Megéllapithatjuk, hogy a megoldasok az olyan vektorok, amelyre igaz, hogy

1 o0,=0 va i>m
w={ & (1s)

0 egyébként

A megoldds x-re tehat a V matrix azon oszlopai, amelyek szinguldris értékei
nulla értékiiek, vagy az indexe nagyobb, mind az A matrix kisebbik mérete.

Példa (Forrds: Wikipédia) Legyen az A métrix

1000
A=1|0 0 3 0| =UxVH =
00 00
H
0 1 0 300085_018
=L 00[l01 00| 5 4 o
00 1J [0 00 0], 5 o 1



Adjuk meg az Ax = 0 egyenletrendszer nullatél kiillonbozé megoldasait!

Megoldas Lathatjuk, hogy a métrixnak van egy nulla érték sajatértéke,
és egy, a kisebbik méretnél nagyobb indexti oszlopa a V matrixnak. A megoldés
tehat a két utolsé oszlop linedris kombinécidja:

0
-1

0

0

X:kl +k2

— o O O

A kérdés az, hogy mit tehetiink, ha az A maéatrixnak nincs nulla szingularis
értéke, és a méreteire igaz, hogy M > N7 Ebben az esetben megoldds nem
létezik, ugyanakkor lehetOségiink nyilik a legkisebb négyzetes eltérés minima-
lizalasara. Keressiik tehat azt az x vektort, amelyre

[ Ax]] (20)
kifejezés minimalis. Legyen ugyancsak A SVD felbontdsa A = UXVH! Ekkor
|Ax]| = [UBV x| = [|ZV x| (21)

Az elézéekben bemutatott eszmefuttatds segitségével azt kapjuk, hogy a meg-
oldas a legkisebb szingularis értékhez tartozé oszlopa a V matrixnak.

2.2. Inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasa

Inhomogén linearis egyenlet alatt a kovetkezd formaban felirt egyenletrendszert
értjik:

Ax=b (22)
ahol A métrix M x N méretii és ismert, b vektor M x 1 méretii és ismert, és x
vektor az N x 1 méretli ismeretlen paramétervektor.

Amennyiben A négyzetes matrix, és det(A) # 0, akkor az egyenletrendszer
egyértelmiien megoldhaté, és x = A~'b. Ha A szinguldris, akkor a megoldés
nem egyértelmi, hanem egy tébbdimenzids vektortér.

Ha az A matrix M x N méretli nem négyzetes matrix, akkor lehetévé valik a
legkisebb négyzetes eltéréssel biré megoldas megkeresése, azaz a

|Ax — b (23)

mennyiség minimalizdldsa. Amennyiben az A métrix rangja min(M, N), akkor
a megoldas a pszeudoinverzzel szamithato:

x=(ATA)"'ATDb (24)



2.3. Nem linearis egyenletek megoldasa

A nem lineéris egyenletrendszerek dltalanos forméja a
X =f(P) (25)

egyenlet. Itt X az ismert N x 1 méretli mérési vektor, P pedig az M x 1 méretii
ismeretlen paramétervektor.

A megoldds bemutatdsa sordan csak a jol ismer Newton-Gauss mddszerrel fog-
lalkozunk. A P keresése sordn iterativ médon az f fiiggvény az adott pontban
linearizaljuk, majd linearisnak tekintve az egyenletet megoldjuk a kovetkezo P
paraméterre.

Tételezziik fel, hogy f linedris a P, pontban, tehdt felirhaté f(P, + A)
f(Py) + JA alakban, ahol J az f Jacobi matrixsza. Keressiik azt a P41 =
P, + A pontot, amelyre az

fPrp1) =X = f(Pn) +JA-X (26)

minimalis. Ez linearis minimalizdlasi probléma, amely a pszeudoinverzzel old-
hat6 meg;:
Ap = —(JT)TI(f(Py) - X) (27)

A megoldas soran tehat iterativ mdédon kozelitjik meg a minimumot és keressiik
meg a megoldast:

3. Valodszinliségi becslés

A valbszintiségi becslést Kalman-szlirével és kiterjesztett Kalman-sziirGvel
végezzilk. A valdsziniiségi becsléselméletet részletesen az elméleti 6rén
targyaltuk.

3.1. Kalman-sziiré

A linedris Kalman-sziir6 az alabbi dllapotegyenlettel dolgozik:

Ty = Ap_1Tp—1 + Qr—1 qr—1~ N(0,Qr-1)
2, = Hpxp + 1y T’kNN(O,Rk)



Az allapotegyenlet megoldédsa a predikcids 1épésbol és a frissitési 1épésbol all.

my, = Ap_1mp_1
P = Ap 1P AT+ Qi1

v = 2z, — Hymy,

29
Sy = Hy P HY + Ry, (29)
Ky =P, HLS;!
mE =m, + Kvy,
Py = P — KpSipKL
3.2. Kiterjesztett Kalman-sziir6
A kiterjesztett Kalman-sziir6 nemlineéris modell becslését teszi lehetové:
= f(r—1) + qr—1 qe—1~ N(0,Qx—1)
2k = h(zg) + 1 i ~ N(0, Ry)
A predikcids és frissitési 1épés:
my = f(mi-1)
P; = Fy(my—1)Pro_1 FF (my—1) + Qr—1
vg = 2z — h(m;,)
: (30)

Sk = Ho(my; )Py Hy (my;) + Ry
Ky, = Py Hy (mp)S, !

my =m,, + Kpvg

Py = Py — KpSipK{

4. Feladatok

Példa Legyen egy harom dimenzids forgatasi matrix
05 05 ¥2
R=105 05 —¥2
_2 V2
2 2

Hatdrozzuk meg a forgatds tengelyét és szogét!




Megoldas Egy forgatdsi métrix tengelye a forgatds soran nem valtozik,
tehat az a forgatds sajatvektora, valamint a hozza tartozé sajatérték \ = 1.
Tehat keressiik az a v vektort, amelyre:

0.5 05 2
R-Tv=|05 05 —L2|v=0
Ep

A kozépsé sor megfeleld skaldrszorosdt kivonva az elsé és utolsé sorbdl, kapjuk,
hogy

0 0 0 Vg 0

1 -1 —2| |vy| = |0

0 0 -2 Uy 0

Nyilvanvald, hogy a tengely a v = [1,1,0]T vektorral parhuzamos, origdn
athaladd egyenes. A szog megéllapitasihoz véalasszunk egy erre meréleges vek-
tort, példdul az a = [0,0, 1] vektort! Konny(i észrevenni, hogy Ra L a, {gy a
forgatas szoge 90 fok.

Példa Forgassuk el a p = [1,2,1] vektort a u = [1,1, 1] tengely koriil 30
fokkal! Oldjuk meg a feladatot kvaternidk és a Rodrigues formula segitségével
is!

Megoldas

u=[1,1,1];
p=[1,2,1]1;
a=30;

u=u/norm(u) ;

g=quaternion(cosd(a/2) ,u(1)*sind(a/2) ,u(2)*sind(a/2) ,u(3) *sind(a/2));
v=quaternion(0,p(1),p(2),p(3));

pvQ=g*v*inv(q) ;

K=[0 -u(3) u(2)

u(3) 0 —u(1)

-u(2) u(1l) 0];

R=eye (3) +sind (30) *K+(1-cosd (30) ) *K*K;

pvRodr=Rx*p’ ;
Példa Adja meg az Ax = 0 homogén egyenletrendszer lehetséges meg-
oldésait, ha
2 1 4 3
A=1|3 8 6 11
2 9 4 11



Megoldas

A=[ 2143
386 11
294 11];

[U,D,V]=svd(A);

Ebbdl kovetkezoen a megoldas

—0.880887 —0.205473
—k 0.053563 ok —0.672069
X =M 0.467225 2 [ -0.233298
—0.053563 0.672069
Példa Tegyiik fel, hogy egy klasszikus szogmérésen alapulé helymeg-

hatarozasi rendszeriink létezik. A rendszer adatai, és a felhaszndlé pozicidja
megtaldlhaték a mellékelt Octave fajlokban. Hatarozza meg a felhaszndld hely-
zetét Newton-Gauss iteracié segitségével és Kalman-sziirGvel!
RANSAC algoritmus segitségével a szogek koziil azokat a méréseket, amelyek

megfelelnek a szbgmérés modelljének.

Keresse meg

Megoldas A mérési modell alapja a szogmérés, amelynek az egyenlete

—1 (1 - pn)rn

Q= COS
| 1— Pn |
A mérési modell derivaltja:
da, _ 1 7zl = Pol _(l_pn)rnﬁ(h_pw)
- | _ (0o ) 1= paf?
- ( 1—px| )
Oau, _ 1 Ty‘l_Pn|_(l_Pn)rnﬁ(ly_Py)
8ly (lfpn)rn 2 |l - pn|2
L= =
( [1—px| )

A Newton-Gauss iteraci6: xp+1 = x, — (JTJ)" LI (f(x) —y)

)
)

10



